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. , POVM( )
, . Holevo [3]
, [5] 2 – .
, , 1 .
1 $.\text{ }$
$\mathcal{H}$ . $\mathcal{H}$ trace q
$S$ . , $S(\mathcal{H})$ , $S$
. $\Omega$ , $\mathcal{F}$ $\sigma$-algebra
$\mathcal{F}(\Omega)$ $\mathcal{H}$ $M$ .
$\mathrm{o}$ $\forall B\in \mathcal{F}(\Omega)$ $M(B)=M(B)^{*}\geq 0$ (self-adjoint ),
$\mathrm{o}$ $M(\emptyset)=0,$ $M(\Omega)=\mathrm{I}$ ,
$\circ$ $B_{i}\cap B_{j}=\emptyset(\mathrm{i}\neq j)$ $\{B_{j}\}\subset F(\Omega)$ $\sum_{j}M(B_{j})=M(\bigcup_{j}Bj)$ .
$M$ (Positive Operator-Valued Measure, POVM) ,
. , $S$ $M$
$B\in F(\Omega)$ Tr $SM(B)$ . $B\in \mathcal{F}(\Omega)$ $M(B)$ $H$
, $M$ (Projection-Valued Measure, PVM) . $\mathrm{N}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{k}\vee$
[6] , POVM PVM .
1($\mathrm{N}\mathrm{a}\check{\mathrm{i}}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{k}$ ) $\mathcal{H}$ POVM $M$ , $\mathcal{H}$ Hilbert
$\mathcal{H}’$ $\mathcal{H}’$ $PVME$ .
$PE(B)P=M(B)$ , $\forall B\in \mathcal{F}(\Omega)$ .
, $P$ $H’$ $\mathcal{H}$ .
$(\mathcal{H}’, P, E)$ $M$ N%mark .
$\mathcal{H}$ $X$ . $X$ –
. $X$ POVM $M$ .
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. (1) POVM $M$
$\prime 0\leq\int_{\mathrm{R}}(x-x)$ Tr $M(dx)(x-x)= \int_{1\mathrm{R}}\dot{x}^{2}$ Tr $M(dx)-^{x^{2}}$
. $S\in S(\mathcal{H})$
$\int_{1\mathrm{R}}x^{2}\mathrm{T}\mathrm{r}(M(dX)s)\geq \mathrm{T}\mathrm{r}X^{2}S$ . (2)
. $S\in S(\mathcal{H})$ (2) $M$ $X$
$Ex$ . , $X$ $X$ $Ex$ .
$\mathrm{X}:=$ $(X_{1}, \ldots , X_{d})$ .
$X_{i}= \int_{1\mathrm{R}^{d}}x_{i}M(dx)$ . (3)
PVM $M$ X , X (3) PVM $M$
. (3) POVM $M$ l (3) POVM $M$ X (Simultaneous
Measurement, $\mathrm{S}\mathrm{M}$) . X $M$
$\int_{\mathrm{R}^{d}}$ xixj Tr $SM(dx)-(\mathrm{T}\mathrm{r}x_{i}S)(\mathrm{T}\mathrm{r}Xjs)$. (4)
. 1 $X_{1}$ 2 , trade-off
. X .
(4) 1 $\mathrm{v}(S, M):=[v_{i,j}(s, M)]$ , $C(S, M):=\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{v}(s, M)$ .
.
$C(S, \mathrm{X}):=\inf${$c(s,$ $M)|M$ X }. (5)
. \S 2
. \S 3 $C(S, \mathrm{X})$ 2 $C^{1}(S, \mathrm{X}),$ $c2(S, \mathrm{X})$
. \S 4 2 . $c^{2}(s, \mathrm{x})$ .
$C^{1}(S, \mathrm{x})$ .
. $d=2$ [5] – .
\S 5 i.i.d. 2 . \S 6 2 --
. \S 7 POVM (3) $X_{i}$
. \S 3
$C^{1}(S, \mathrm{x})$ – . \S 8 . ,\S A




A $=[A_{i,j}]$ ( $A_{i}$ , $\mathcal{H}$ ) . , A
${}^{t}\mathrm{A}=[A_{j,i}]$ , $\mathrm{A}^{*}=[A_{j,\mathrm{i}}^{*}]$ . $\mathrm{A}={}^{t}\mathrm{A}$ ,
$\mathrm{A}=\mathrm{A}^{*}$ . $\mathrm{A}=-{}^{t}\mathrm{A}$ , $\mathrm{A}=-\mathrm{A}^{*}$
A




. ${}^{t}(T\otimes \mathrm{a})=(T\otimes {}^{t}\mathrm{a})$. $\mathcal{H}$
. 1 $\mathrm{x}d$ $\mathrm{P}_{i}$ .
$\mathrm{p}_{i}:=$ $(00 \ldots \mathrm{I}...0)^{*}$ . (6)
.
$B(\mathcal{H})$ $:=$ { $\mathcal{H}$ }
$\mathcal{T}(\mathcal{H}):=.${ $\mathcal{H}$ trace class }
$B_{sa}(\mathcal{H})$ $:=\{A\in B(7\{)|A$ }
$B_{Sa}^{+}(\mathcal{H})$ $:=\{A\in B_{sa}(\mathcal{H})|A\geq 0\}$
$\mathcal{T}_{\epsilon a}(H)$ $:=B_{\epsilon a}(\mathcal{H})\cap\tau(^{\gamma t})$
$\mathcal{T}_{Sa}^{+}(?\{)$ $:=B+(sa\mathcal{H})\cap\tau(\mathcal{H})$
, $H\otimes \mathbb{C}^{d}$ , $\mathcal{B}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ .
$B_{st}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d}):=$ { $\mathrm{A}\in B(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})|\mathrm{A}$ }
$B_{Sa,\mathit{8}t}(H\otimes \mathbb{C}^{d})$ $:=B_{sa}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})\mathrm{n}B_{\mathit{8}}t(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$
$\mathcal{B}_{sa,St}^{+}(?\{\otimes \mathbb{C}d)$ $:=\mathcal{B}^{+}(8a\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})\mathrm{n}\mathcal{B}_{s}t(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$
.
$B_{at}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d}):=${ $\mathrm{A}\in B(H\otimes \mathbb{C}^{d})|\mathrm{A}$ }
, $B_{\epsilon a,Si}(?\mathrm{f}\otimes \mathbb{C}^{\dot{d}})$ . $\mathcal{T}_{et}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d}),$ $\mathcal{T}_{sa},st(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})\mathcal{T}_{\mathit{8}a}^{+},t(sH\otimes \mathbb{C}^{d})\tau_{at}(H\otimes$
$\mathbb{C}^{d})\mathcal{T}_{\mathit{8}a,s}t(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ .
, $A$ $\mathcal{R}(A)$ , Kernel $\mathcal{K}(A)$ . $\mathcal{H}$ $\mathcal{H}’$ P
.
trace . $\mathcal{H}$ trace
Tr . , A Tr .
Tr A $:=$ [Tr $A_{i,j}$ ]
$\mathrm{a}=[a_{i_{J}},’]$ trace $\mathrm{t}\mathrm{r}$ . $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}:=\sum_{i=1}dai,i$ .
A $\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d}$ trace $\mathrm{T}\mathrm{r}\otimes \mathrm{t}\mathrm{r}$ , Tr
.
3
$\mathrm{x}:=(x_{1}, \ldots, x_{d}.)\in \mathbb{R}^{d*}$ , $M$ X
. ($\mathbb{R}^{d}$ $\mathbb{R}^{d*}$ )
$\int_{\mathrm{R}^{d}}M(d\mathrm{x})\mathrm{I}\otimes \mathrm{x}=\mathrm{x}$ . (7)
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.$\int_{\mathrm{R}^{d}}(\mathrm{X}-\mathrm{I}\otimes \mathrm{x})*M(d\mathrm{x})(\mathrm{X}-\mathrm{I}\otimes \mathrm{X})\geq 0$ . (8)
$M$ X , (7) (8) .






$\mathrm{V}(M)$ $\mathrm{v}(S, M)$ $\mathrm{v}(S, M)=\mathrm{T}\mathrm{r}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{V}(M)(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})$ , $C(S, M)$
Tr $(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{V}(M)(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})$ . 2 . $\cdot$
$(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{V}(M)(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\geq(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})$ on $\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d}$ .
$\text{ ^{}\backslash }$ , $(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{V}(M)(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})$ $C^{1}(S, \mathrm{x})$ (11)
, .
$C(S, \mathrm{X})\geq C^{1}(S, \mathrm{x})$ , (10)
,
$C^{1}(S, \mathrm{X}):=\inf\{\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{V}|\mathrm{V}\in \mathcal{T}_{sa,st}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ , $\mathrm{V}\geq(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\}$ . (11)
. (11) $C^{1}(S, \mathrm{X})$ 1 (Firs,$\mathrm{t}$. bound) . ,
1 $C^{1}(s, \mathrm{x})$ , . 1 $c^{1}(s, \mathrm{x})$
, $C^{2}(S, \mathrm{X})$ .
$C^{2}(S, \mathrm{X}):=\inf\{\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{v}|\mathrm{v}\in \mathcal{T}_{sa,st}(\mathbb{C}^{d})$, $\mathrm{v}\geq?\mathrm{k}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\}$ . (12)
1 $C^{1}(S, \mathrm{X})$ V $\mathrm{v}:=\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{V}$ , $C^{2}(S, \mathrm{X})$ ,
$C^{1}(S, \mathrm{x})\geq C^{2}(S, \mathrm{X})$ (13)
. $C^{2}(S, \mathrm{x})$ 2 (Second bound) . 2 $C^{2}(S, \mathrm{x})$
[3, 1, 2] , 1 $C^{1}(S, \mathrm{x})$ .
(10) .
3 $\mathcal{H}$ $\mathrm{X}=(X_{1}, \ldots, X_{d})$ . $H$
V . $\mathrm{r}\mathrm{V}-\mathrm{x}*\mathrm{x}$ , $\mathrm{V}-\mathrm{X}^{*}\mathrm{X}$
$\mathcal{H}$ ffilbert $\mathcal{H}’$ $H’$ $=$ $(X_{1}, \ldots ,\tilde{X}_{d})$ .
$[\tilde{X}\dot{.},\tilde{X}_{j}]=0$ $P\tilde{X}_{i}P=X_{i}$ . , $P$ $\mathcal{H}’$ $\mathcal{H}$ .
, .
,H – $7t’$ ,
. , $C(S, \mathrm{X})$ $C^{1}(S, \mathrm{x})$ – . \S 6
. ,H’ , $\tilde{\mathrm{X}}$
$1^{\mathrm{e}\mathrm{x}}\mathrm{p}(\sqrt{-1}t\tilde{X}i),$ $\exp(\sqrt{-1}s\tilde{X}_{j})]=0,\forall s.$
, .
$|\phi\rangle\langle$ $\emptyset|$ . $(|\phi\rangle$ $\langle\emptyset|,\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{X}(|\phi\rangle\langle\emptyset|\otimes \mathrm{i})=$
$(\mathrm{b}(|\phi\rangle\langle\emptyset|\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{X}(|\phi\rangle\langle\emptyset|\otimes \mathrm{i}))\otimes|\phi\rangle\langle$ $\emptyset|$ , $C^{1}(|\phi\rangle$ $\langle\emptyset|, \mathrm{X})=C2(|\emptyset\rangle(\phi|, \mathrm{X})$ .
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4
1 $C^{1}(S,\mathrm{x})$ 2 $C^{2}(S, \mathrm{x})$ . 1
$C^{1}(S, \mathrm{X})$
. - , 2 $C^{2}(S, \mathrm{X})$
, . , 2 $C^{2}(S, \mathrm{x})$
, .




$+ \inf\{$Tr $\mathrm{V}|\mathrm{V}\in \mathcal{T}_{sa,S}t(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ , $\mathrm{V}-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))\geq 0\}$ . (14)
$C^{2}(S.’ \mathrm{x})=\mathrm{I}\mathrm{k}6((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$
$+ \inf\{\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{v}|\mathrm{v}\in \mathcal{T}_{sa,s}t(\mathbb{C}^{d})$ , $\mathrm{v}-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))\geq 0\}$. (15)
(14) (15) 2 $\tilde{C}^{1}$ $(S, \mathrm{X})$ $\tilde{C}^{2}(S, \mathrm{X})$ .
$\mathrm{a},\mathrm{b}\in \mathbb{R}^{d}$ ,
Tr $(\sqrt{S}|(\mathrm{I}\otimes \mathrm{a})^{*}\mathfrak{U}(\mathrm{x}^{*}\mathrm{x})(\mathrm{I}\otimes \mathrm{b})|\sqrt{S})<\infty$. (16)
.
4 $\tilde{C}^{2}(S, \mathrm{x})$ .
$\tilde{C}^{2}(S, \mathrm{x})=\min\{.\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{v}|\mathrm{v}\in \mathcal{T}_{sa}^{+}(\mathbb{C}^{d})$ , $\mathfrak{U}(\mathrm{v})=-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))\}$ (17)
$= \max\{\mathrm{t}\mathrm{r}\bm{\mathrm{w}}(-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})))|\mathrm{w}\in B_{sa,at}(\mathbb{C}^{d})$, $\mathrm{i}-\mathrm{w}\geq 0\}$ (18)
$=\mathrm{t}\mathrm{r}|\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))|$ . .. (19)
(18) (17) $|\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))|-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{\backslash }$
$-\mathrm{u}$ . $\mathrm{u}$ $\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$ .
Tr $\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))=\mathrm{u}|\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))|$ .
(17) . (18) $\geq$ . $\mathrm{v}\in \mathcal{T}_{sa}^{+}(\mathbb{C}^{d})$ $\mathrm{w}\in B_{sa,at}(\mathbb{C}d)$
.
$\mathfrak{U}(\mathrm{v})=-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$ , $\mathrm{i}-\mathrm{w}\geq 0$ .
$\mathrm{t}\mathrm{r}(\mathrm{i}-\mathrm{w})\mathrm{V}\geq 0$ , $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{v}\geq \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{w}(-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}$ . $(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})))$ . . ,(18)
$\geq$ . vo $:=|\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))|-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})),$ $\mathrm{w}_{0}:=-\mathrm{u}$
, $\mathrm{t}\mathrm{r}(\mathrm{i}-\mathrm{w}_{0})\mathrm{v}_{00}=$ , trvo $=\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{w}_{0}$ $(-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})))$ . . ,
$\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{v}_{0}\geq\min \mathrm{f}^{\mathrm{t}\mathrm{r}}\mathrm{v}|\mathrm{v}\in \mathcal{T}_{sa}^{+}(\mathbb{C}^{d})$ , $\mathfrak{U}(\mathrm{v})=-\mathrm{T}\mathrm{k}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))\}$
$\geq\max\{\mathrm{t}\mathrm{r}\bm{\mathrm{w}}(-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})))|\mathrm{w}\in B_{sa,at}(\mathbb{C}^{d})$, $\mathrm{i}-\mathrm{w}\geq 0\}$
$\geq \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{w}_{0}(-\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})))$
$=\mathrm{t}\mathrm{r}|\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))|$ .
.
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$\overline{i\mathrm{E}}\text{ }5\tilde{C}^{1}(S, \mathrm{x})$ $\vee\supset\mathrm{A}^{\mathrm{a}}$ .
$\overline{C}^{1}(S, \mathrm{x})=\inf\{.\mathrm{t}\mathrm{b}\mathrm{V}|\mathrm{V}\in \mathcal{T}_{sa}+(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ , $\mathfrak{U}(\mathrm{V})=-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))\}$ (20)
$= \sup\{\mathrm{R}\mathrm{W}$ $(-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})))|\mathrm{W}\in B_{\mathit{8}}a,at(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$, $\mathrm{I}-\mathrm{W}\geq 0\}$ .
.
6 :
$\mathfrak{U}(\mathrm{V}_{0})=-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$ , $\mathrm{I}-\mathrm{W}_{0}\geq 0$ , $\mathrm{R}(\mathrm{I}-\mathrm{w}_{0})\mathrm{V}_{0}=0$ (21)
Vo $\in \mathcal{T}_{\epsilon a}^{+}(H\otimes \mathbb{C}^{d})$ $\mathrm{w}_{0}\in \mathcal{B}_{sa,at}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ (22) .
$\overline{C}^{1}(S, \mathrm{X})=\mathrm{T}\mathrm{r}$
$\mathrm{V}_{0}=\mathrm{b}\mathrm{W}_{0}(-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})))$ . (22)
(20) $C^{1}(S, \mathrm{x})$ . (20) A $\geq$
. $\mathrm{V}\in \mathcal{T}_{Sa}^{+}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ $\mathrm{W}\in B_{sa,at}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ :
$\mathfrak{U}(\mathrm{V})=-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$ , I-W $\geq 0$
. ,
Tr $(\mathrm{I}-\mathrm{W})\mathrm{v}\geq 0$
Tr $\mathrm{V}-\mathrm{R}\mathrm{W}(-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})))\geq 0$ .
(20) $\geq$
$d=2$ [5] $C^{1}(S, \mathrm{X})$ .
7 $d=2$ $\tilde{C}^{1}$ $(S, \mathrm{X})$ .
$\tilde{C}^{1}(s, \mathrm{X})=\mathrm{T}\mathrm{r}$ $|\sqrt{S}1^{x_{1},x_{2}}]\sqrt{S}|$ .
$|A|$ $\sqrt{A^{*}A}$ $A$





$[|\sqrt{S}[X_{1}, x_{2}]^{\sqrt{S}}.|,$ $U]=0$ , $U^{*}=-U$
.
$\mathrm{V}_{0}:=\frac{1}{2}$ ( $|\sqrt{S}[X_{1},x2]\sqrt{S}|\sqrt{S}1^{x_{1},X}2]\sqrt{S}$ $|\sqrt{S}[X1,’ x_{2}]\sqrt{S}\sqrt{S}[X_{12}X]\sqrt{S}|$ ), $\mathrm{W}_{0}:=$ $U0$
, 18 $\mathrm{V}_{0}\geq 0$ . $\mathrm{I}-\mathrm{W}_{0}\geq 0$
( $|\sqrt{S}[x_{1},X\mathrm{z}]\sqrt{S}[x1,X2]\sqrt{S}\sqrt{S}|$ $|\sqrt{S}\iota X_{1},’ x]\sqrt{S}\sqrt{S}[X1x_{2}2]\sqrt{S}|$ ) $=$. $0$
(21) 3 6 , Tr $x_{0}=\overline{C}^{1}(S, \mathrm{x})$ .
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5 $n\mathrm{i}.\mathrm{i}.\mathrm{d}$ .
– . $H_{1},$ $\ldots,\mathcal{H}_{n}$ Hilbert
. .
$H^{(n)}:=\mathcal{H}_{1}\otimes\cdots\otimes \mathcal{H}_{n}$ .
, $S(?t(n))$ $S^{\langle n)}$ , $\mathrm{X}^{(n)}$ .
$S^{(n)}$ $\mathrm{X}^{(n)}$ .
$S^{(n)}=S_{1}\otimes\cdots\otimes s_{n},$ $X_{i}^{(n)}=\grave{\sum_{k=1}^{n}}X_{i}^{k,(n})$ ,
,
$X_{i}^{k,(n)}=\mathrm{I}\otimes\cdots\otimes \mathrm{I}\otimes X_{1}^{k_{\otimes}}.\mathrm{I}\otimes\cdots\otimes \mathrm{I}\dot{8}$.
– :




– $\mathcal{H}^{(n)}$ $\mathcal{H}^{\otimes n}$ , $S^{(n)}$ $S^{\otimes n}$ . –
$\mathrm{X}^{(n)}$ .
8 $\mathrm{X}^{(n)}$ – ,
$C(S, \mathrm{X}).\geq\frac{1}{n}C(s^{\otimes n}, \mathrm{x}^{(n)})\geq\frac{1}{n}...C^{1}(S^{\otimes n}, \mathrm{x}^{(n}))$
${ }$ (23)
$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}c1(s\otimes n, \mathrm{X}^{(n)})=C^{2}(S, \mathrm{x})$ (24)
$\frac{1}{\eta,}C^{2}(S\otimes n, \mathrm{x}^{(n)})=C^{2}(S, \mathrm{x})$ . (25)
(23) .
$n$ Tr $\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}..(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))=\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})(\mathrm{X}^{(n)})^{*}\mathrm{X}^{(}n$) $(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$














$d$ $2m=d$ . - $d$ $2m+1=d$




. (26) . (14) inf $\mathrm{V}_{n}$ .
$\mathrm{V}_{n}:=\frac{1}{2}$ Diag $(_{j} \sum_{=1}^{d}|\sqrt{S}[X_{i’ j}^{(n)}X^{()}n]\sqrt{S}|)$ . (27)
Diag(G) $C_{i}$ . (16) 15
,
$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{2n}\mathrm{T}\mathrm{r}|\sqrt{S}[x^{(n}),$$X_{j}^{()}n]\dot{|}\sqrt{S}|=\{$
$a_{1}$ $i=2l,$ $j=2l$ – 1 or $i=2l$ – 1, $j=2l$
$0$
(28)
. $\mathrm{V}_{n}-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))\geq 0$ . $\mathrm{A}_{n}(i,j)$ .
$\mathrm{A}_{n}(i, j):=(\mathrm{P}_{i}+\mathrm{P}_{j})^{*}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))(\mathrm{P}:+\mathrm{P}_{j})$ .





$\mathrm{V}_{n}(i, j)\geq \mathrm{A}_{n}(i, j)$ .
$\mathrm{V}_{n}--\sum_{i>j}\mathrm{V}(i,j)\geq\sum_{>}n\mathrm{A}_{n}(i, j\rangle=\mathfrak{U}\dot{\mathrm{z}}j(\cdot(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}*\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))\cdot$ (30)
,(27) (28)
$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}$ Tr $\mathrm{V}_{n}=2\sum_{i=1}a_{*}m.$ . (31)
(30) (31)
$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\tilde{C}^{1}(S\otimes n, \mathrm{x}(n))\leq 2\sum_{i=1}^{m}a_{i}$.
. .
6 1 2 –
1 $C^{1}(S, \mathrm{x})$ 2 $C^{2}(S, \mathrm{X})$ – .
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9 .
$\mathfrak{U}(\mathrm{T}\mathrm{r}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))=\mathrm{u}|\mathfrak{U}(\mathrm{T}\mathrm{r}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))|$ .
, , $\mathcal{R}(\mathrm{u})=\mathcal{R}(\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})))$
. , $\mathrm{p}:=\frac{1}{2}(\mathrm{u}^{2}-\mathrm{u})$ . 2 .
(9.1) $C^{1}(S, \mathrm{x})=C^{2}(S, \mathrm{x})$ .
(9.2) 2 $\mathrm{K}$ .
(9.2.1) $\mathrm{K}$ $\mathrm{P}:=\mathrm{I}\otimes \mathrm{p}$ .
(9.2.2) $-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))=\mathfrak{U}(\mathrm{K})$ .
$\mathrm{u}$
$\mathrm{P}$ . 28 , $\mathrm{u}$
, $\mathrm{u}^{2}$ , 29 $\mathrm{u}^{3}=\mathrm{u}$ . ,
$\mathrm{p}^{2}=\frac{1}{4}(\mathrm{u}^{2}-\mathrm{u})^{2}=\frac{1}{4}2(\mathrm{u}^{2}-\mathrm{u})=\mathrm{p}$
$\mathrm{P}$ . $\mathrm{P}$ 23 . ,U: $=\mathrm{I}\otimes \mathrm{u}$ ,
$\mathrm{P}:=\frac{1}{2}(\mathrm{U}^{2}-\mathrm{U})$ , 23 .
(9.2) (9.1) $\langle$ . $\mathrm{K}$ $\mathrm{P}$ , $\mathrm{K}=\mathrm{P}\mathrm{K}$ . ,U(P) $=- \frac{1}{2}\mathrm{U}$
, 23 (23.7) ,
Tr $(1+\mathrm{U})\mathrm{K}=\mathrm{T}\mathrm{r}(1+\mathrm{U})\mathrm{P}\mathrm{K}=0$ . (32)
Vo $:=\mathrm{K}$ , $\mathrm{W}_{0}:=-\mathrm{U}$ 6 32 .
$\tilde{C}^{1}(S, \mathrm{x})=\mathrm{T}\mathrm{r}.6(\mathrm{K})=\mathrm{b}\mathrm{U}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))_{\sim}.’$
.
$=\mathrm{R}1\otimes \mathrm{u}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$
$=\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathfrak{U}(\mathrm{T}\mathrm{r}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))=\mathrm{t}r|\mathfrak{U}(?\mathrm{k}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))|$.
(19) $C^{1}(S, \mathrm{x})=C^{2}(S, \mathrm{x})$ . (9.2) (9.1) .
(9.1) ( $9.2\rangle$ . (9.1) , 4 32 ,
Tr $\mathrm{U}\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))=\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathfrak{U}(\mathrm{T}\mathrm{r}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$
$=\mathrm{t}\mathrm{r}|\mathfrak{U}(\mathrm{T}\mathrm{r}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))|$
$=\tilde{C}^{2}(S, \mathrm{x})=\overline{C}^{1}(S, \mathrm{x})$ .
. 5 $\mathrm{V}_{n}\in \mathcal{T}_{sa}^{+}(\mu\otimes \mathbb{C}^{d})$ .
$0$ $\mathfrak{U}(\mathrm{v}_{n})=-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*\mathrm{x}}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$
$0$ $\mathrm{T}\mathrm{r}(\mathrm{I}+\mathrm{U}^{\cdot})\mathrm{V}_{n}arrow 0$
22 $t\mathrm{p}$ , $t\mathrm{P}=\mathrm{P}+\mathrm{U}\geq 0$ $(\mathrm{I}-\mathrm{p})\leq(\mathrm{I}+\mathrm{U})$ . , $\mathrm{T}\mathrm{r}(\mathrm{I}-\mathrm{P})\mathrm{v}(n\mathrm{I}-\mathrm{P})$
$=\mathrm{T}\mathrm{r}(\mathrm{I}-\mathrm{P})\mathrm{V}n\leq r_{\mathrm{R}(\mathrm{I}}+\mathrm{U})\mathrm{V}_{n}arrow 0$ . $\mathrm{P}$ , 20 , $||\mathrm{K}_{n}-\mathrm{p}\mathrm{K}\mathrm{p}|n|_{\mathrm{T}}\mathrm{r}arrow 0$
. 24 $||\mathfrak{U}(\mathrm{K}_{n})-\mathfrak{U}(.\mathrm{P}\mathrm{K}_{n}\mathrm{P})||\mathrm{T}\mathrm{r}arrow 0$
$||-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{X}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))-\mathfrak{U}(\mathrm{P}\mathrm{K}_{n}\mathrm{p})||_{\mathrm{T}}\mathrm{r}arrow 0$
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. $\{\mathfrak{U}(\mathrm{P}\mathrm{K}_{n}\mathrm{p})\}$ . 25 , $\{\mathrm{P}\mathrm{K}_{n}\mathrm{P}\}$ .
$\mathrm{P}$
$\mathrm{K}$
$\mathrm{P}\mathrm{K}_{n}\mathrm{P}arrow$ . $\mathrm{K}$ (9.2.1)
(9.2.2) . ( $9.2\rangle$ .
10 3 .
(10.1) $\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$. $\in \mathcal{T}_{sa}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}d)$ S Tr $(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{V}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})$
$=C^{1}(S, \mathrm{X})=c2(s,$ $\mathrm{x}\rangle$ V .
(10.2) Kernel $\{0\}$ $C^{1}(S, \mathrm{X})=C^{2}(S, \mathrm{x})$ $\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))\in \mathcal{T}_{sa}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$
$S$ .





(10.1) ( $10.2\rangle$ .
(10.2) (10.3) . 9 $\mathrm{u}$ $\mathrm{P}$ , (9.2) $\mathrm{K}$ .
( $9.2.2\rangle$ .
$-(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathfrak{U}(\mathrm{x}^{*\mathrm{x}})(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})=\mathfrak{U}(\mathrm{K})$ . (33)
$\mathrm{K}’:=(\sqrt{\mathrm{K}}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})^{-1})^{*}(\sqrt{\mathrm{K}}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})^{-1})=(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})^{-1}\mathrm{K}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})^{-1}$
$(\sqrt{\mathrm{K}}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})^{-1})$
$\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{\mathrm{d}}$ dense $\mathrm{K}’$ $\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d}$ dense . (33)
33 $\mathrm{K}’$ ( $10.3.3\rangle$ . 9 $26(\mathrm{p})=.\mathrm{u}^{2}$
( $10.3.2\rangle$ . (.1.0.3.1) .
(10.3) (10.1) . $\mathrm{u}:=-2\mathfrak{U}(\mathrm{P})$ , $\mathrm{U}:=\mathrm{I}\otimes \mathrm{u}$ . $\mathrm{P}$ $\mathrm{P}$ (10.3.2) 23
.
$\mathrm{V}_{0}:=(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{K}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})^{*}$ , $\mathrm{W}_{0}$ $:=-\mathrm{U}\in B_{sa,at}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ .
(10.3.3) 33 $\mathfrak{U}(\mathrm{V}_{0})=-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$ . (10.3.1)
Vo $\mathrm{P}$ Vo $=\mathrm{P}\mathrm{V}_{0}\mathrm{P}$ . , 30 ,
$||\mathrm{V}_{0}||\mathrm{T}\mathrm{r}=2||\mathfrak{U}(\mathrm{V}\mathrm{o})||\mathrm{T}\mathrm{r}=2||-\mathfrak{U}$
.
$((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*\mathrm{x}}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))||_{\mathrm{T}\mathrm{r}}<\infty$ .
$\mathrm{v}_{0}\in \mathcal{T}_{Sa}^{+}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ . - ,I+U $=\mathrm{I}-2\mathfrak{U}(\mathrm{p})$ , 23 ( $23.7\rangle$ ,
$\mathrm{R}(\mathrm{I}+\mathrm{U})\mathrm{V}_{0}=\mathrm{T}\mathrm{r}(\mathrm{I}+\mathrm{U})^{\mathrm{p}}\mathrm{v}_{0}\mathrm{p}=0$ . (34)
, 35 (34) 6 . , 32 34 ,





35 $\mathrm{u}$ 4 ,
$\mathrm{t}\mathrm{r}\mathfrak{U}(\mathrm{u})\mathrm{R}\mathfrak{U}((\sqrt{S}.\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))\leq\tilde{C}^{2}(S, \mathrm{x})$ . (36)
(13),(35) (36) $C^{1}(s, \mathrm{x})=c2(s, \mathrm{x})$ .
$d=2$ 10 . ( $10.3.2\rangle$ $\mathbb{C}^{d}$
$\mathrm{p}$ 12 ( $\sqrt{-1}1$ $-\sqrt{-1}1$ ) $\frac{1}{2}(-\sqrt{-1}1$ $\sqrt{-1}1)$ . $\mathrm{p}=\frac{1}{2}(-\sqrt{-1}1$ $\sqrt{-1}1)$
. $\mathrm{K}$ (10.3.1) $\mathrm{K}$ $\mathcal{H}$ $K$
$\mathrm{K}:=($ $-\sqrt{-1}KK$ $\sqrt{-1}KK$ ) . ( $10.3.3\rangle$ .
( $-\sqrt{-1}K0$ $\sqrt{-1}K0)=-\frac{1}{2}$ .
.
11 $d=2$ , $S\in S(\mathcal{H})$ $C^{1}(S, \mathrm{X})=c2(s, \mathrm{x})$ $\sqrt{-1}[X_{1}, X_{2}]\geq$
$0$ $\sqrt{-1}[X1, X2]\leq 0$ .
$A:=X_{1}+\sqrt{-1}x_{2}$ $[A^{*}, A]\geq 0$ $[A, A^{*}]\geq 0$ . [$A^{*},$ $A|\geq 0$
(hyponormal) . . - $[A^{*}, A]\geq 0$
$A^{*}= \int_{\mathbb{C}}zQ(dz),$ $A*A= \int_{\mathbb{C}}|z|^{2}M_{A}(dZ)$ POVM $Q$ $C(S, M)=C^{1}(S, \mathrm{x})$
$M$ . $[A^{*}, A]\geq 0$ POVM MM
. – $C(S, \mathrm{X})$ $C^{1}(S, \mathrm{X})$ –
. POVM $M_{A}$ , $A$
(subnormal) . .
7 Random
$\mathrm{X}=(X_{1}, \ldots, X_{d})$ $C(S, M)$ .
$X_{i}$ X $( \mathrm{I}\otimes \mathrm{X}):=\sum_{i=1}^{d}X_{i}x_{i}\text{ }$ $E\mathrm{x}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x})$
mline .
$\mathrm{x}$ . $d$ $\mathbb{R}^{d}$ , $d$
$\mathbb{R}^{d*}$ .
POVM Random POVM .
$\mathrm{y},$
$\mathrm{z}\in \mathbb{R}^{d*}$ $\mathbb{R}$ $\mathbb{R}^{d*}$ affine $f_{\mathrm{y}_{2}}$, $f_{\mathrm{y},\mathrm{z}}(a)=a\mathrm{y}+\mathrm{z}$ .
$(\mathrm{x},\mathrm{y}, \mathrm{z})\in \mathbb{R}^{d}\cross \mathbb{R}^{2}d*$
$\mathbb{R}^{d*}$ PVM $E_{\mathrm{x}}^{\mathrm{y},\mathrm{z}}:=E\mathrm{x}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x})^{\circ f^{-}\mathrm{z}}\mathrm{y}^{1}$, . , Random
POVM $\mathbb{R}^{d}\mathrm{x}\mathbb{R}2d*$ $\mu$ .
$E_{\mu}:= \int_{\mathrm{N}}2ddE_{\mathrm{x}}^{\mathrm{y}}’ \mathrm{Z}\mu(\mathrm{X}d\mathrm{y}\backslash d_{\mathrm{Z})}$
$E_{\mu}$ X
$\int \mathrm{J}\mathrm{R}^{d}\mathrm{x}\mathrm{l}\mathrm{R}^{2}d\mathrm{p}\int_{\mathrm{R}^{d}}$. $a_{i}E_{\mathrm{x}}^{\mathrm{y},\mathrm{z}}(d\mathrm{a})\mu(d\mathrm{X}d\mathrm{y}d\mathrm{z})=xi$ .
.
$\int_{\mathrm{R}^{d}\mathrm{X}\mathrm{R}^{2}}d*)(\mathrm{x}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{X}))\otimes \mathrm{y}+\mathrm{I}\otimes \mathrm{z}\mu(d\mathrm{X}d\mathrm{y}d_{\mathrm{Z}}=$X. (37)
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$C^{R}(S, \mathrm{X})$ .
$C^{R}(S, \mathrm{X}):=\inf$ { $C(S,$ $E_{\mu})|\mu$ (37) $\mathbb{R}^{d}\mathrm{x}\mathbb{R}2d*$ }
$C(S, E_{\mu})$ .
$C(S, E_{\mu})$
$= \int_{\mathrm{R}^{d_{\mathrm{X}\mathrm{l}}2}}\mathrm{R}d\cdot \mathrm{a}^{*}\mathrm{a}$Tr $(E_{2\mathrm{C}}^{\mathrm{y},\mathrm{z}}(d\mathrm{a})s)\mu(d_{\mathrm{X}d}\mathrm{y}d_{\mathrm{Z}})$
$= \int_{\mathrm{R}^{d}\cross \mathit{1}\mathrm{R}^{2d*}}\mathrm{T}\mathrm{r}$ $(\mathrm{X}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x})\otimes \mathrm{y}+\mathrm{I}\otimes \mathrm{z})^{*}(\mathrm{X}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x})\otimes \mathrm{y}+\mathrm{I}\otimes \mathrm{z})S\mu(d_{\mathrm{X}}d\mathrm{y}d\mathrm{z})$
$= \int_{\mathrm{R}^{d}\cross \mathrm{R}^{2}}d\prime \mathrm{T}\mathrm{r}$ $((\mathrm{X}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x}))2*)\mathrm{y}\mathrm{y}+\mathrm{x}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{X} . (\mathrm{y}^{*}\mathrm{z}+\mathrm{z}^{*}\mathrm{y})+\mathrm{I}\otimes \mathrm{Z}^{*}\mathrm{Z})s\mu(d\mathrm{X}d\mathrm{y}d_{\mathrm{Z}})$
$= \int_{\mathrm{R}^{d_{\mathrm{X}\mathrm{l}\mathrm{R}}^{-\mathrm{T}\mathrm{r}(}}}d\cdot)(\mathrm{X}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x}))^{2}\mathrm{y}^{*}\mathrm{y}+\mathrm{x}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{X})\cdot(\mathrm{y}^{*}E(\mathrm{z}|\mathrm{x},Y+\mu E_{\mu}(\mathrm{z}|\mathrm{X},\mathrm{y})^{*}\mathrm{y})+\mathrm{I}\otimes E(\mu \mathrm{Z}|\mathrm{x},\mathrm{y})^{*}E_{\mu}(\mathrm{Z}|\mathrm{x},\mathrm{y})$
$+ \mathrm{I}\otimes(\int_{\mathrm{R}^{d}}$ . $(_{\mathrm{Z}}-E_{\mu}(_{\mathrm{Z}|_{\mathrm{X}},\mathrm{y}))}*(\mathrm{z}-E_{\mu}(\mathrm{z}|\mathrm{x},\mathrm{y}))\mu(d\mathrm{Z}|\mathrm{X},\mathrm{y})))\mu(d_{\mathrm{X}}d\mathrm{y})$
$= \int_{\mathrm{R}^{d}\mathrm{X}\mathrm{R}^{d}}\mathrm{p}((\mathrm{X}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x}))2)S\mathrm{y}^{*}\mathrm{y}+\mathrm{T}\mathrm{r}(S\mathrm{x})\mathrm{X}\cdot(\mathrm{y}^{*}E(\mu 2|\mathrm{X},\mathrm{y})+E(\mu \mathrm{Z}|_{\mathrm{X},\mathrm{y}}\mathrm{T}r)^{*}Y)+E(\mu.)\mathrm{Z}|_{\mathrm{X}},\mathrm{y}*E_{\mu}(\mathrm{Z}|_{\mathrm{X}},\mathrm{y})$
$+( \int_{1\mathrm{R}^{d\mathrm{s}}}(\mathrm{z}-E(\mu \mathrm{Z}|\mathrm{x}, \mathrm{y}))^{*}(\mathrm{Z}-E_{\mu}(\mathrm{Z}|\mathrm{X},\mathrm{y}))\mu(d\mathrm{z}|\mathrm{x},\mathrm{y}))\mu(d\mathrm{x}d\mathrm{y})$
$= \int_{\mathrm{J}\mathrm{R}^{d_{\mathrm{X}}}}\mathrm{R}^{dt})(E\mu(_{\mathrm{Z}|\mathrm{y})}\mathrm{x},+(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x}_{)\mathrm{x}\cdot \mathrm{y})((\mathrm{Z}}*E_{\mu}|\mathrm{X}, \mathrm{y}+(\mathrm{T}\mathrm{r}s\mathrm{X})\mathrm{x}\cdot \mathrm{y})+\mathrm{T}\mathrm{r}((\mathrm{X}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x}))2.S)\mathrm{y}^{*}\mathrm{y}-((\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})\mathrm{x})^{2}\mathrm{y}\mathrm{y}*$
$+( \int_{\mathrm{R}^{d*}}(\mathrm{z}-E(\mathrm{Z}|\mathrm{X},\mathrm{y}))*(\mathrm{z}-E(\mathrm{Z}|_{\mathrm{X}}, \mathrm{y}))\mu(d\mathrm{z}|\mathrm{x},\mathrm{y}))\mu(\mu\mu d\mathrm{x}d\mathrm{y})$
$= \int_{\mathrm{I}\mathrm{R}^{d}\cross \mathrm{R}^{d}}\mathrm{v}$ Tr $(((\mathrm{X}-\mathrm{I}\otimes(\mathrm{T}\mathrm{r}s\mathrm{X}))(\mathrm{I}\otimes \mathrm{X}))2S)\mathrm{y}^{*}\mathrm{y}+(E(_{\mathrm{Z}}\mu|\mathrm{x},\mathrm{y})+(\mathrm{b}S\mathrm{x}_{)_{\mathrm{X}}}\cdot \mathrm{y})*(E_{\mu}(\mathrm{Z}|_{\mathrm{X}},\mathrm{y})+(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x}_{)\mathrm{x}}\cdot \mathrm{y})$
$+( \int_{\mathrm{R}^{d}}$ . $(\mathrm{Z}-E(\mathrm{z}|\mathrm{x},\mathrm{y}))^{*}(\mathrm{z}-E(\mu \mathrm{z}|\mu \mathrm{y})\mathrm{x},)\mu(d\mathrm{z}|\mathrm{X},\mathrm{y}))\mu(d\mathrm{x}d\mathrm{y})$.
$E_{\mu}(\mathrm{z}|\mathrm{x},\mathrm{y})$ X, $\mathrm{y}$ $.\text{ }$ , $\mu(d\mathrm{X}, d\mathrm{y})$ $\mu(d\mathrm{x}, d\mathrm{y}, d_{\mathrm{Z}})$ 2
. (37) .
$\int_{\mathrm{R}^{d}\mathrm{x}\mathrm{R}^{d\wedge}}E(\mu \mathrm{Z}|\mathrm{x}, \mathrm{y})+(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})\mathrm{x}\cdot \mathrm{y}\mu(d_{\mathrm{X}}d\mathrm{y})=$ (Tr $S\mathrm{X}$).
$\text{ _{ } _{ } }$ .
$C(S, E_{\mu})= \int_{\mathrm{R}^{d_{\mathrm{X}}}\mathrm{R}^{d*}}\mathrm{T}\mathrm{r}$ $(((\mathrm{X}-1\otimes(\mathrm{T}\mathrm{r}s\mathrm{x}))(1\otimes \mathrm{x}))2s)\mathrm{y}^{*}\mathrm{y}$
$+(E_{\mu}(\mathrm{z}|\mathrm{x},\mathrm{y})+(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})\mathrm{x}\cdot \mathrm{y}--(\mathrm{T}\mathrm{r}s\mathrm{X}))*(E_{\mu}(\mathrm{z}|\mathrm{x}, \mathrm{y})+(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{X})\mathrm{X}\cdot \mathrm{y}-(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x}))$
$+( \int_{\mathrm{R}^{d*}}(\mathrm{z}-E_{\mu}(\mathrm{Z}|\mathrm{X},\mathrm{y}))^{*}(\mathrm{z}-E_{\mu}(\mathrm{z}|\mathrm{x},\mathrm{y}))\mu(d\mathrm{Z}|\mathrm{X}, \mathrm{y}))\mu(d\mathrm{x}d\mathrm{y})+(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})(\mathrm{b}S\mathrm{X})^{*}$.
(37) $C(S, E_{\mu})$ ,
$E_{\mu}(\mathrm{z}|\mathrm{x},\mathrm{y})+(\mathrm{T}rs\mathrm{x})\mathrm{x}\cdot \mathrm{y}-$
. (Tr $S\mathrm{X}$) $=0$ (38)
$\mathrm{z}-E_{\mu}(\mathrm{Z}|\mathrm{X},\mathrm{y})=0$ (39)
. 2 , PVM $E_{\mathrm{x}}^{\mathrm{y},\mathrm{t}^{\mathrm{T}}\mathrm{X})\mathrm{x}\cdot \mathrm{y}}\mathrm{T}\Gamma S\mathrm{x}_{-}\mathrm{r}s=$
$E\mathrm{x}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{X})\mathrm{o}f_{\mathrm{y}}-,1\tau_{\mathrm{r}}s\mathrm{X}-(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})\mathrm{x}\cdot \mathrm{y}$ $\mu(d\mathrm{X}d\mathrm{y})$ . PVM PVM $E\mathrm{x}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x})$
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$a\vdasharrow a\mathrm{y}+\mathrm{b}S\mathrm{X}-(\mathrm{b}S\mathrm{X})\mathrm{x}\cdot \mathrm{y}=(a- (\mathrm{T}\mathrm{r} S\mathrm{X})\mathrm{x})\mathrm{y}+\mathrm{b}S\mathrm{X}$ .
PVM $E_{\mathrm{X}\mathrm{t}\mathrm{X}}\mathrm{I}\otimes$) $-(1\triangleright s\mathrm{x}_{)_{\mathrm{X}}}=E(\mathrm{X}-\mathrm{I}\otimes(\mathrm{T}\mathrm{r}s\mathrm{X}))(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x})=E\mathrm{x}_{S}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x})$ $aarrow*a\mathrm{y}+\mathrm{b}S\mathrm{X}$
. $\mathrm{x}_{s:}=\mathrm{X}-\mathrm{I}\otimes(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})$ . , PVM
$E^{\mathrm{y}}:=E_{\mathrm{X}}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x})\mathrm{o}f_{\mathrm{y},\mathrm{r}}\mathrm{x}s-1\mathrm{T}s\mathrm{X}$ (40) $\mu(d\mathrm{x}d_{Y})$ $C(S,E_{\mu})$
. $C(S, E_{\mu})$ .
$C(S,E_{\mu})= \int_{\mathrm{R}^{d_{\mathrm{X}\mathrm{R}}ae}}*(\mathrm{T}\mathrm{r}(\mathrm{X}s(\mathrm{I}\otimes \mathrm{x}))^{2}S)\mathrm{y}\mathrm{y}\mu(d\mathrm{x}d\mathrm{y})*+(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})(\mathrm{T}\mathrm{r}s\mathrm{X})*$.
, (37) .
$\int_{\mathrm{R}^{d_{\mathrm{X}\mathrm{R}}d\wedge}}(\mathrm{X}s(\mathrm{I}\otimes \mathrm{X})\mathrm{J}\otimes \mathrm{y}\mu(d\mathrm{x}d\mathrm{y})=\mathrm{x}s\cdot$ (40)
12 $C^{R}(S, \mathrm{X})$ .
$C^{R}(S, \mathrm{X})=(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{j}})^{2}+(^{r}\mathrm{R}s\mathrm{x})(\mathrm{T}\mathrm{r}s\mathrm{X})*$ . (41)
$\mathrm{j}:=6(\mathrm{T}\mathrm{r}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})(\mathrm{X}s)^{*}\mathrm{X}s(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$ . Random POVM
. $\mathrm{i}$ $w_{i}$ 1 $\mathrm{e}_{i}\in \mathbb{R}^{d}$ .
$u_{i}:= \frac{\sqrt{w:}}{\Sigma_{\mathrm{j}=1}^{d}\sqrt{w_{j}}}$ , $M_{\mathrm{i}}:= \sum_{i=1}dEu_{i}\mathrm{e}:u^{-1}\mathrm{e}^{*}$: .
(40) .
$\int_{\mathrm{R}^{d}\cross \mathrm{R}^{d}}$. $x_{iy}j\mu(d\mathrm{x}d\mathrm{y})=\delta i,j$ . (42)
M (42) . $C(S, E.)\mu-(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})^{*}(\mathrm{R}S\mathrm{X})$
.
$C(S, E_{\mu})-( \mathrm{T}\mathrm{r} s\mathrm{X})(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{X})^{*}=\int_{\mathbb{R}^{d}\mathrm{x}\mathrm{R}^{d}}$ . $\mathrm{X}\mathrm{j}*\mathrm{y}\mathrm{X}^{\cdot}\mathrm{y}^{*}\mu(d\mathrm{X}d\mathrm{y})$ .
$\mathrm{a}\in \mathbb{R}^{d}\otimes \mathbb{R}^{d*},$ $b\in \mathbb{R},$ $\mathrm{x}\in \mathbb{R}^{d},$ $\mathrm{y}\in \mathbb{R}^{d*}$ .
$R(\mathrm{a}, b:\mathrm{X},\mathrm{y}):=\mathrm{x}^{*}\mathrm{j}\mathrm{x}\mathrm{y}\mathrm{y}^{*}-\mathrm{y}\mathrm{a}\mathrm{x}-b$ .
(42) $\mathcal{L}$ $\mathrm{x}\in \mathbb{R}^{d},$ $\mathrm{y}\in \mathbb{R}^{d*}$ $R$( $\mathrm{a},$ $b$ : X, y) $\geq 0$
$(\mathrm{a},b)\in \mathbb{R}^{d}\otimes \mathbb{R}^{d*}\mathrm{x}\mathbb{R}$ $\mathcal{L}^{*}$ . .
$\inf_{\mu\in \mathcal{L}}C(s, E)\mu-(\mathrm{T}\mathrm{r} S\mathrm{X})(\mathrm{R}S\mathrm{X})*\geq$ $\sup$ ($b+\mathrm{t}\mathrm{r}$ a).
$(\mathrm{a},b)\in L^{*}$
$\mu\in \mathcal{L}\ovalbox{\tt\small REJECT}.(\mathrm{a}, b)\in c*$ ,
$C(S, E_{\mu})-( \mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})(\mathrm{T}\mathrm{r}s\mathrm{X})^{*}-b-\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}=\int_{\mathrm{R}^{t}\cross \mathrm{R}^{d}}$ . $R(\mathrm{a},b:\mathrm{x},\mathrm{y})\mu(d\mathrm{x}d\mathrm{y})\geq 0$ .
. , $\mu’\in \mathcal{L}_{j}(\mathrm{a}’, b’)\in \mathcal{L}^{*}\mathrm{Y}\simarrow$ ,
$\int_{\mathrm{R}^{d}\cross \mathrm{R}^{d\mathrm{s}}}R(\mathrm{a}’’, b : \mathrm{x},\mathrm{y})\mu’(d\mathrm{X}d\mathrm{y})=0$
,
$c(s, E_{\mu}’)-(\mathrm{T}\mathrm{r}S\mathrm{x})(\mathrm{T}\mathrm{r}s\mathrm{X})^{*}=b’+\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}’$





. $\mathrm{a}:=2(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{J}})\sqrt{\mathrm{J}},$ $b=-(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{J}})^{2}$ .




. $R$ (2 $(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{j}})\sqrt{\mathrm{j}},$ $-(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{J}})^{2}$ : X, $\mathrm{y}$) $\geq 0$ $(2(\mathrm{t}\mathrm{r}fl_{\mathrm{J}}\sqrt{\mathrm{j}}, -(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{J}})2)\in \mathcal{L}^{*}$ .
$u_{i}^{-1}\mathrm{e}_{i}^{*}\sqrt{\mathrm{i}}\mathrm{e}_{i}=\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{i}}$ $\theta$
. ,
$M_{\mathrm{j}}= \sum_{\=}^{d\mathrm{e}}.1u_{i\mathrm{e}}E^{u}-::-1:*$ support 1 $R(2(\mathrm{t}\mathrm{r}n_{\mathrm{J}}\sqrt{\mathrm{J}}, -(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{J}})^{2}$ : $\mathrm{x},\mathrm{y})=0$
. $M_{\mathrm{j}}$
$\mu_{\mathrm{j}}$
$\int_{\mathrm{R}^{\mathrm{d}}3\mathrm{R}^{d}}$. $R(2(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{i}})\sqrt{\mathrm{J}},$ $-(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{j}})^{2}$ : $\mathrm{x},$ $\mathrm{y}).\mu \mathrm{j}(d\mathrm{X}d\mathrm{y})=0$
, $M_{\mathrm{j}}$ , $\inf_{\mu\in c}c(s, E)\mu-(\mathrm{T}\mathrm{r} S\mathrm{X})$
.
$($Tr $S\mathrm{X})^{*}=(\mathrm{t}\mathrm{r}\sqrt{\mathrm{J}})^{2}$ . (41)
. .
.
13 $\mathrm{X}=\mathrm{X}^{S}$ . $\mathrm{Y}:=(6(\mathrm{T}\mathrm{r}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})(\mathrm{X}_{S})^{*}\mathrm{x}_{S}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))))^{-1/}2\mathrm{X}$ 4
.
(13.1) $C^{R}(S, \mathrm{x})=C^{1}(S, \mathrm{x})$ .








(13.3) ( $13.4\rangle$ $\langle$ . (13.3.1) (13.4.1) . $B:=U_{i}^{*}U_{j}+U_{j}^{*}U_{i}=0$ .
$A:=|A_{i}\downarrow$ . $B$ . $\mathcal{K}(U_{i})=\kappa(A)$ $\mathcal{K}(B)\supset \mathcal{K}(U_{i})\cap \mathcal{K}(U_{j})=\mathcal{K}(A)$. $B$
$\phi$
. $\in R(A)$ , $\langle\phi, B\phi\rangle=0$ . $\phi\in \mathcal{H}$
$\langle A\phi, BA\phi\rangle=0$ . (13.3.2) , $ABA=0$ . $\text{ _{ } },(!^{3}42)$ .
( $13.4\rangle$ ( $13.2\rangle$ . .
6 $(\mathrm{T}\mathrm{r}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))=\mathrm{i}$ $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{g}=1$ + .
$\mathrm{g}$ $g_{i}$ , $\mathrm{e}_{i}$ . Random POVM 12
$M_{\mathrm{g}}:= \sum_{\dot{\}=1}^{d}g\dot{.}E\frac{1}{\mathrm{e}^{g}::}\mathrm{e}:.$ .
.











. $W$ $\mathrm{P}_{ii}^{*\mathrm{w}\mathrm{P}=0}$, $\mathrm{P}_{i}^{*}W\mathrm{P}_{j}=-U_{i}Uj,$ $(i\neq j)$ .
,I-W $=\mathrm{U}^{*}\mathrm{U}+\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(\mathrm{I}-U_{i}^{*}U_{i})\geq 0$ . Diag$(C_{i})$ $C_{i}$
. $\mathrm{U}$ $(U_{1}, \ldots, U_{d})\text{ }$ .
Tr $\mathrm{V}(i,j)(1-W)=\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{g}_{j}\mathrm{g}_{i}=0$ .
6 , (13.2) .$\cdot$
(13.1) ( $13.3\rangle$ . $\mathrm{g}=\mathrm{i}$ V, $\mathrm{V}(i,j)$ . 5 ,
$W^{n}\in \mathcal{B}_{sa,at}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ .
$1-\mathrm{W}^{n}\geq 0$ , TrV $(\mathrm{I}-\mathrm{w}^{n})arrow 0$.
(44) $i\neq j$ ,







$A_{i}^{*}A\dot{.}=A_{j}^{*}A_{j}$ , $A_{i}^{*}A_{j}+A_{j}^{*}A_{i}=0$ .
. , (13.3) .
8
. 11 $(x_{1}, x_{2})=(P, Q)$ .
$C^{2}(S, \mathrm{x})$ . , $Q+iP$ I
POVM . $(Q, kP^{-1})$ POVM $C^{2}(S, \mathrm{x})$
[8]. $Q+ikP^{-1}$ I $\mathrm{P}\mathrm{O}$VM
.
$H$ 2 13 .
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9
(3) , $C(S, \mathrm{X})$
. \S 3 ( 2 1 $C^{1}(S, \mathrm{x})$ 2 $C^{2}(S, \mathrm{x})$
. 1 $C^{1}(S, \mathrm{X})$ 2 $C^{2}(S, \mathrm{x})$ . ,
$C(S, \mathrm{X})$ $C^{R}(S, \mathrm{x})$ .
– $C(S, \mathrm{X})$ $C^{1}(S, \mathrm{X})$ – .
\searrow . \S 5
– . $d=2$ 10
. 1




. $H$ Hermite Jordan
. , 13 $\sqrt{S}x_{1}\sqrt{S},$ $\ldots\sqrt{S}x_{d}\sqrt{S}$ Jordan rank 2
. Jordan ( )
. rank 3






– . 1 $C^{1}(S, \mathrm{x})$
– 5 .
$\chi,$ $y$ . $\mathcal{L}\subset \mathcal{X}$ , $\mathcal{X}^{*},$ $\mathcal{Y}^{*}$ $\mathcal{X},$ $\mathcal{Y}$ . $L$
$\mathcal{L}^{*}$ : $\mathcal{L}^{*}:=\{f\in\ell\gamma|\langle f, X\rangle\geq.0, \forall x\in L\}$. Style and Wets [4]
.
14 ( ) $\mathcal{X}$ $\mathcal{Y}$ $a$ $b\in \mathcal{Y},$ $c\in \mathcal{X}^{*}$ .
inf $\langle c, x\rangle\geq$ $\sup$ $\langle f, b\rangle$ . (46)
$\{x\in L|a(x)=b\}$ $\{j\in \mathcal{Y}.|c-a.(f)\epsilon c\cdot\}$
$\mathcal{F}_{a},.G:=\{(\langle C, x\rangle, a(x))|X\in \mathcal{L}\}$
$\mathcal{E}_{b}$ $:=\mathbb{R}\mathrm{x}\{b\}$
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,$\overline{\mathcal{F}_{a,c}\cap \mathcal{E}_{b}}=\overline{\mathcal{F}_{a},C}\cap \mathcal{E}b$ . (47)
(4 .
5 (18) , (17) 14 , (47) .
$\mathcal{X},$ $\mathcal{Y},$
$\mathcal{L}$ .
$\mathcal{X}:=\tau_{\epsilon a}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ , $\mathcal{Y}:=\mathcal{T}\epsilon a,at(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$, $\mathcal{L}:=\mathcal{T}_{sa}+(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$ .
$\langle f, x\rangle=\mathrm{T}\mathrm{r}fX$ ,
$\mathcal{X}^{*}:=B_{sa}(\mathcal{H}\otimes.\mathbb{C}^{d})$ , $\mathcal{Y}^{*}:=\mathcal{B}_{sa,a}t(H\otimes \mathbb{C}^{d})$ , $\mathcal{L}^{*}:=\mathcal{B}_{s}^{+}a(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$.
.
$a:=\mathfrak{U},$ $b:=-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{X}^{*}\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})),$ $c:=\mathrm{I}$ .
$C^{1}(S, \mathrm{x})$ (46) . (17) , (47)
. (47) $(\alpha, -\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$ (47)
. Tr $\mathrm{V}_{n}arrow\alpha,$ $-\mathfrak{U}(\mathrm{v}_{n})arrow-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$ (in trace norm) . $\mathcal{T}_{sa}^{+}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}d)$
$\{\mathrm{V}_{n}\}$ . $\mathrm{Z}_{n}:=-\mathfrak{U}(\mathrm{V})n+\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$ . $\mathrm{Y}_{n}\in \mathcal{T}_{Sa,st}^{+}(\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d})$
. ( $\mathrm{P}_{i}$ (6) )
$\mathrm{P}_{i}^{*}\mathrm{Y}_{n}\mathrm{P}_{i}:=\sum_{j\neq i}|\mathrm{P}_{in}^{*}\mathrm{Z}\mathrm{P}_{j}|$
, $\mathrm{P}_{i}^{*}\mathrm{Y}_{n}\mathrm{P}_{j}:=0$ for $i\neq j$ .
$\mathrm{X}_{n}:=\mathrm{V}_{n}+\mathrm{Y}_{n}-\mathrm{z}_{n}$ . $\mathrm{Y}_{n}$ $\mathfrak{U}(\mathrm{x}_{n})=-\mathfrak{U}((\sqrt{S}\otimes \mathrm{i})\mathrm{x}*\mathrm{x}(\sqrt{S}\otimes \mathrm{i}))$ . $i\neq j$
$\mathrm{Z}_{n}(i$ , $k\neq i,j$ $b$. ’
$\mathrm{P}_{kn,-}^{*\mathrm{z}}(i,j)=0$ , $\mathrm{Z}_{n}(i,j)\mathrm{P}_{k}=0$ , $(\mathrm{P}_{i}^{*}\mathrm{P}_{i}^{*}\mathrm{z}n(\mathrm{Z}n(i,j)\mathrm{P}i,j)\mathrm{P}_{j}\dot{.}$ $\mathrm{P}_{j}^{*}\mathrm{P}_{j}^{*}\mathrm{z}_{n}(\mathrm{Z}n(i,j)^{\mathrm{p}_{i}}i,j)\mathrm{p}_{j})=$ .




$\leq \mathrm{T}\mathrm{r}$ $(\mathrm{P}_{i}+\mathrm{P}_{j})^{*}|\mathrm{Z}_{n}|(\mathrm{P}_{i}+\mathrm{P}_{j})\leq \mathrm{T}\mathrm{r}$ $|\mathrm{Z}_{n}|arrow 0$ .
Tr $\mathrm{X}_{n}arrow\alpha$ . .
$\mathrm{B}$ 8
$\mathcal{H}$ $Z$ $Z^{(n)}$ $\mathcal{H}^{\otimes n}$ .
$Z^{(n)}= \sum_{k=1}z^{k.()}n$
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$Z^{k,(n)}:=\mathrm{I}\otimes\cdots\otimes \mathrm{I}\otimes Z\otimes \mathrm{I}i.\otimes\cdots\otimes \mathrm{I}$ . (48)
. , 8 15 15
.
15 $X,$ $\mathrm{Y}$ $H$ , $S$ $\mathcal{H}$ .
$||\sqrt{S}|1^{x},$ $Y]|^{\sqrt{S}}||\mathrm{T}\mathrm{r}<\infty$ .
, .
$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}$ Tr $\sqrt{S@n}|[X^{(n)},$ $\mathrm{Y}^{(n)}]|\sqrt{s\otimes n}=\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\mathrm{b}|\sqrt{s\otimes n}[X^{(n)},$ $\mathrm{Y}(n)]\sqrt{S^{\otimes n}}|$
$= \lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}|\mathrm{T}\mathrm{r}\sqrt{s\otimes n}[X^{(n)},$ $\mathrm{Y}(n)]\sqrt{s\otimes n}|=|\mathrm{T}\mathrm{r}\sqrt{S}[X, Y]\sqrt{S}|$ . (49)
$Z:=\sqrt{-1}[X, Y]$ $Z^{(n)}=\sqrt{-1}[X^{(n)}, Y^{(n)}]$ . 16 (49)
.
16 $Z$ $\mathcal{H}$ , $S$ $\mathcal{H}$ .
$||\sqrt{S}|Z|\sqrt{S}||\mathrm{T}\mathrm{r}<\infty$ . (50)
, .
$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}\mathrm{T}\mathrm{r}\sqrt{s\otimes n}|z(n)|\sqrt{s\otimes n}=\lim_{arrow\infty}\frac{1}{n}\mathrm{T}\mathrm{r}|n|\sqrt{S^{\otimes n}}z(n)\sqrt{s\otimes n}=\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}narrow\infty|\frac{1}{n}?\}\sqrt{S^{\otimes n}}Z^{(n})\sqrt{s\otimes n}|=|\mathrm{n}\sqrt{S}z\sqrt{S}|$ .
(51)




$= \int_{0}^{\infty}\int_{0}^{\infty}\cdots\int_{0}^{\infty}|\frac{x_{1}+x2+\cdots+xn}{n}|\mathrm{T}\mathrm{r}_{\mathcal{H}^{\Phi}}n\sqrt{s\otimes n}E_{1},n(d_{X_{1}})E_{2},n(dx_{2})\cdots E_{n,n}(dx_{n})^{\sqrt{s\otimes n}}$
$= \int_{0}^{\infty}\int_{0}^{\infty}\cdots\int_{0}^{\infty}|\frac{x_{1}+x_{2}+\cdots+X_{n}}{n}|$ Tr $\sqrt{S}E_{Z}(dx_{1})\sqrt{S}$Tr $\sqrt{S}E_{Z}(dx_{2})\sqrt{S}\vee\ldots$ Tr $\sqrt{S}E_{Z}(dx_{n})\sqrt{S}$. (52)
$X$ Tr $\sqrt{S}E_{Z}(dX)\sqrt{S}$ . $x_{i}=\mathrm{x},$ $x^{(n}$) $:= \sum_{\dot{\tau}=1}^{n}X_{1}$.
. ,
$\frac{1}{n}E(|X^{(n)}|)arrow|E(X)|$ (53)
. (52)(53) 17 (51) .
17 (5 .
Tr $\sqrt{S}|Z|\sqrt{S}\geq \mathrm{T}\mathrm{r}|\sqrt{S}z\sqrt{S}|\geq|\mathrm{T}\mathrm{r}^{\sqrt{S}z\sqrt{S}}|$ . (54)
$\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$ class .
$\mathrm{T}\mathrm{r}|T|=\min\{\mathrm{T}\mathrm{r}T’|T’\geq\pm T, T’\in \mathcal{T}_{sa}(\mathcal{H})\}$ .
$|Z|\geq\pm Z$ $\sqrt{S}|Z|\sqrt{S}\geq\pm\sqrt{S}Z\sqrt{S}$ . Tr $\sqrt{S}|Z|\sqrt{S}\geq \mathrm{T}\mathrm{r}|\sqrt{S}Z^{\sqrt{S}1}$
113
$\mathrm{C}$
18 $A$ $\mathcal{H}$ . 2 $\mathrm{x}2$ : $\mathrm{B}:=$ . $\mathrm{B}^{2}=$
$|\mathrm{B}|=($ $\sqrt{AA^{*}}0$ $\sqrt{A^{*}A}0)=$ . $\text{ }$ $=|\mathrm{B}|+\mathrm{B}\geq 0$
.
19 $U$





( $\mathrm{I}$ $-U$ ) $\geq 0$ . (57)
. (56) .
20 & $||S_{n}||_{\mathrm{T}\mathrm{r}}\leq R$ . $P$ . $||Ps_{n}P||_{\mathrm{T}\mathrm{r}}arrow 0$ ,
$||S_{n}-(\mathrm{I}-P)s_{n}(\mathrm{I}-P)||\mathrm{T}\mathrm{r}arrow 0$ .
$||(\mathrm{I}-P)snP||\mathrm{T}\mathrm{r}arrow 0$ . Tr $\sqrt{PS_{n}(\mathrm{I}-P)SnP}arrow 0$ . ,
$PS_{n}( \mathrm{I}-P)s_{n}P=\sum^{\infty}i=1s\dot{.},n|\emptyset i,n)\langle\phi i,n|$ Schatten . $\phi_{i,n}\in \mathcal{R}(P)-$ , $P\phi_{i,n}=\phi i,n$
. $\sqrt{s_{i,n}}=||(\mathrm{I}-P)s_{n}P\phi i,n||$ . $\psi_{i,n}:=(\mathrm{I}-P)s_{n}P\phi:,n$ , $\psi_{i,n}’:=\frac{1}{||\psi:,n||}\psi_{i,n}$
. ,






$\leq\vee R\vee\cdot 1’ \mathrm{r}\mathit{1}J\delta.nParrow \mathrm{U}$ .
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21 $A,$ $B$ lbert Schmit . $U_{n}$ 3 .
$0$ $\mathrm{I}-U_{n}^{*}Un\geq 0$
$0$ $\mathrm{R}(A-U_{n}B)*(A-U_{n}B)arrow 0$















( $22.1\rangle$ A .
($22.2\rangle {}^{t}\mathrm{A}$ .




6 $(\mathrm{P})^{2}+\mathfrak{U}(\mathrm{P})^{2}=6(\mathrm{P})$ , 6 $(\mathrm{P})\mathfrak{U}(\mathrm{P})+\mathfrak{U}(\mathrm{P})\mathit{6}(\mathrm{p})=\mathfrak{U}(\mathrm{p})$ .
(22.3) . (22.2) .
23 $\mathrm{P}$ . .
(23.1) 26(P) .
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(23.2) $( \mathfrak{U}(\mathrm{P}))^{2}=\frac{1}{2}6(\mathrm{P})$ .





(23.8) $\mathrm{S}$ $(\mathit{6}(\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{p}))^{2}=(\mathfrak{U}(\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{P}))2$ .
$\mathrm{P}$ $(\mathit{6}(\mathrm{P})+\mathfrak{U}(\mathrm{P}))^{2}=\mathit{6}(\mathrm{P})+\mathfrak{U}(\mathrm{P})$ . , $\mathfrak{S}(\mathrm{P})^{2}+$
$\mathfrak{U}(\mathrm{P})^{2}=6(\mathrm{p})$ . (23.1) (23.2) (23.3) . (23.2) $\langle$23.3)
( $23.4\rangle$ $\langle$ $.(2\epsilon.2)$ $6(\mathrm{P})$ $\mathfrak{U}(\mathrm{P})$ . , $\mathrm{P}^{t}\mathrm{P}=\mathfrak{S}(\mathrm{p})^{2}-\mathfrak{U}(\mathrm{p})^{2}+6(\mathrm{P})\mathfrak{U}(\mathrm{P})-$
$\mathfrak{U}(\mathrm{P})\mathit{6}(\mathrm{p})=0$ . $\langle$23.4) (23.3) . , $0=\mathrm{P}t\mathrm{p}=6(\mathrm{P})^{2}-\mathfrak{U}(\mathrm{P})^{2}+$
$\mathfrak{S}(\mathrm{P})\mathfrak{U}(\mathrm{p})-\mathfrak{U}(\mathrm{p})\mathit{6}(\mathrm{p})$ . , ,(233) . (23.1) (23.4)
. (23.5) (23.1) (23.3) . (28.6)
. $0=\mathrm{P}(\mathrm{I}-2\mathfrak{U}(\mathrm{p}))=\mathrm{P}(\mathrm{I}-\mathit{6}(\mathrm{p})-\mathfrak{U}(\mathrm{p})+\mathit{6}(\mathrm{P})-\mathfrak{U}(\mathrm{P}))=\mathrm{p}(\mathrm{I}-\mathrm{p}+t\mathrm{p})=\mathrm{P}^{t}\mathrm{p}$.
,(236) (23.4) . (23.7) (23.5) . (23.1) (23.7)
. .
(2$.1) (23.7) (23.8) . (23.8) (2$.3) . (23.4)
(23.5) (23.8) .
$(\mathfrak{S}(\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{P}))2=(\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{P}+{}^{t}\mathrm{P}^{\mathrm{r}}\mathrm{S}^{t}\mathrm{p})2=\mathrm{P}.\mathrm{S}\mathrm{p}^{2}\mathrm{S}\mathrm{p}+\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{P}^{t}\mathrm{P}t\mathrm{S}^{l}\mathrm{p}+t\mathrm{p}^{\iota_{\mathrm{S}}}$ ’PPSP $+t\mathrm{p}^{t}\mathrm{s}^{t}\mathrm{p}^{t}\mathrm{p}^{t}\mathrm{s}^{\mathrm{r}}\mathrm{p}$
(23.4) (23.5) , $(6(\mathrm{P}\mathrm{S}\dot{\mathrm{p}}))2=\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{P}^{2}\mathrm{s}\mathrm{p}+t\mathrm{p}{}^{t}\mathrm{S}t\mathrm{p}’ \mathrm{P}{}^{t}\mathrm{S}t\mathrm{p}$. . ,
$(\mathfrak{U}(\mathrm{P}\mathrm{s}\mathrm{p}))^{2}=\mathrm{p}\mathrm{S}\mathrm{P}^{2}\mathrm{S}\mathrm{p}+t\mathrm{p}’ \mathrm{S}t\mathrm{p}t\mathrm{p}{}^{t}\mathrm{S}t\mathrm{p}$ . $\text{ }$ (23.8) .
24 $\mathrm{T}_{n}$ $d\cross d$ 2 .
(24.1) $||\mathrm{T}_{n}||\mathrm{T}\mathrm{r}arrow 0$ .
$\langle$24.2) $||\mathit{6}(\mathrm{T}_{n})||\mathrm{I}*arrow 0$ $||\mathfrak{U}\langle \mathrm{T}_{n}$ ) $||_{\mathrm{T}}\mathrm{r}arrow 0$ .
(24.1) (24.2) . $6( \mathrm{T}_{n})=\frac{1}{2}(\mathrm{T}_{n}+{}^{t}\mathrm{T}_{n})$ , 26 ,
$||6( \mathrm{T}_{n})||\mathrm{T}\mathrm{r}\leq\frac{1}{2}(||\mathrm{T}_{n}||\mathrm{T}\mathrm{r}+||t_{\mathrm{T}_{n}||_{\mathrm{T}\mathrm{r}})}\leq\frac{1}{2}(||\mathrm{T}_{n}||\mathrm{T}\mathrm{r}+d2||\mathrm{T}_{n}||\mathrm{T}\mathrm{r})arrow 0$ .
.
25 $\mathrm{P}$ 23 . 3 .
( $25.1\rangle||\mathrm{T}_{n}||\mathrm{T}\mathrm{r}arrow 0$ .
(25.2) $||\mathit{6}(\mathrm{T}_{n})||\mathrm{T}\mathrm{r}arrow 0$ .
(25.3) $||\mathfrak{U}(\mathrm{T}_{n})||\mathrm{T}\mathrm{r}arrow 0$ .
30 .
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26 $\mathrm{T}$ $d\mathrm{x}d$ . $||{}^{t}\mathrm{T}||\mathrm{T}\mathrm{r}\leq d^{2}||\mathrm{T}||\mathrm{T}\mathrm{r}$ .
27 ,$-||\mathrm{P}_{i}\mathrm{T}\mathrm{p}j||\mathrm{T}\mathrm{r}\leq||\mathrm{T}||_{\mathrm{T}\mathrm{r}}$ , $||t_{\mathrm{T}||_{\mathrm{T}\mathrm{r}}} \leq\sum_{i,j}||\mathrm{P}_{*}.\mathrm{T}\mathrm{p}_{j}||_{TR}\leq d^{2}||T||\mathrm{T}\mathrm{r}$
.
27 $\mathrm{T}$ $d\mathrm{x}d$ . $||\mathrm{P}:\mathrm{T}\mathrm{p}j||\mathrm{T}\mathrm{r}\leq||\mathrm{T}||_{\mathrm{T}\mathrm{r}}$ .
trace norm .
$|| \mathrm{T}||_{\mathrm{T}\mathrm{r}}=\sup\{\sum_{n}\langle\phi_{n}, \mathrm{T}\psi_{n}\rangle|\{\phi_{n}\}$ $\{\psi_{n}\}$ $\mathcal{H}\otimes \mathbb{C}^{d}\text{ }\}$ .
, $\mathrm{P}_{i}\mathrm{T}\mathrm{P}_{j}$ $\mathcal{H}$
$|| \mathrm{P}_{i}\mathrm{T}\mathrm{p}_{j}||_{\mathrm{T}}\mathrm{r}=\sup\{\sum_{n}\langle\phi n’ \mathrm{P}i\mathrm{T}\mathrm{P}_{j}\psi\rangle$
$\text{ }n\iota_{\sim}^{\sim_{D^{\backslash }\mathrm{A}}}\backslash \text{ }(\mathrm{P}i\phi_{n}\mathrm{o},\mathrm{P}j\psi n=0)\text{ }^{\mathrm{r}}\vee\mathrm{h}\{\phi_{n}\}\text{ }\mathit{0}\backslash \{\backslash \psi_{n}\}\iota\mathrm{h}_{\mathcal{H}\bigotimes_{=}}\mathbb{C}d\text{ }\mathrm{i}\mathrm{E}\text{ _{}\llcorner}\mathrm{B}K\backslash \text{ }\Gamma\epsilon_{l}\text{ }\backslash \backslash \}$. (59)
$(\mathrm{P}_{i}\phi_{n}=\emptyset n’ \mathrm{p}_{j}\psi n=\psi n)$ .
$\mathrm{p}_{i}\phi_{n}=\phi_{n},$ $\mathrm{p}_{j}\psi n=\psi_{n}$ $n$ A ,(59) $\{\phi_{n}\}$ $\{\psi_{n}\}$
$|| \mathrm{T}||\mathrm{T}\mathrm{r}\geq\sum_{n}\langle\emptyset n’ \mathrm{T}\psi_{n}\rangle=\sum_{n\in \mathrm{A}}\langle\emptyset n’ \mathrm{T}\psi n\rangle+\sum_{n\lambda}\langle\phi_{n}, \mathrm{T}\psi n\rangle$












$\mathrm{I}=P_{\mathcal{K}(u*u}$ ) $+U^{*}U$ . $\mathcal{K}(U)=\mathcal{K}(U^{*}U)$ , $U^{*}U=$
$\mathrm{I}-P_{\mathcal{K}(u_{)}}$ , $U^{*}U^{2}=(\mathrm{I}-P_{\mathcal{K}(U)})U=U$











31 35 . .
31 A $\mathfrak{U}(\mathrm{A})$ $\mathit{6}(\mathrm{A})$ .
32 $\mathrm{B}$ $\mathrm{a},$ $\mathrm{c}$ $A$ .
Tr $(A\otimes \mathrm{a})\mathrm{B}(C\otimes \mathrm{c})=\mathrm{a}$ Tr $((A\otimes \mathrm{i})\mathrm{B}(C\otimes \mathrm{i}))\mathrm{c}=A\mathrm{t}\mathrm{r}((\mathrm{I}\otimes \mathrm{a})\mathrm{B}(\mathrm{I}\otimes \mathrm{C}))c$.
33 $\mathrm{B}$ $A,$ $C$
$6((A\otimes \mathrm{i})\mathrm{B}(C\otimes \mathrm{i}))=(A\otimes \mathrm{i})6(\mathrm{B})(c\otimes \mathrm{i})$
$\mathfrak{U}((A\otimes \mathrm{i})\mathrm{B}(C\otimes \mathrm{i}))=(A\otimes \mathrm{i})\mathfrak{U}(\mathrm{B})(c\otimes \mathrm{i})$.
34 A .
Tr $\mathit{6}(\mathrm{A})=6(\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{A})$ , $\mathrm{T}\mathrm{r}\mathfrak{U}(\mathrm{A})=\mathfrak{U}(?\}\mathrm{A})$.
35 $\mathrm{P}$ . ,
$\mathrm{I}-2\mathfrak{U}(\mathrm{P})\geq 0$
.
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